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Abstract

The interaction nets are a graphical formalism, invented by Yves Lafont in
1990 as a proof nets generalization. Since it constitutes a universal model
of computation and the ease of a parallel implementation, they showed to
be of direct interest in the implementation of functional languages. The
A-calculus, on the other hand, is the theoretical basis of functional program-
ming languages, and can be translated into interaction nets. The project
consists of studying interpretations of the known A-calculus on interaction
nets, considering to what extent such interpretations are sensitive to vari-
ations of the A-calculus. Known translations were divided into two classes:
direct and logical, and in this paper we present both a short survey of the
translation process behind the logical interpretations and a detailed study
of a direct interpretation. The project was supervised by Professors Jorge
Sousa Pinto and José Carlos Espirito Santo as part of a Initiation into Re-
search Scholarship, provided by the Center for Mathematics, University of
Minho.

Resumo

As redes de interaccdo sao um formalismo gréfico, inventadas por Yves La-
font em 1990 como uma generalizacao das redes de prova. Por constituirem
um modelo universal de computagao e pela facilidade de uma implementacao
paralela, mostraram-se imediatamente interessantes na implementacao de
linguagens funcionais. O A-calculus, por outro lado, é a base tedrica das
linguagens de programagao funcionais, e pode ser traduzido para redes de
interaccao. O projecto consiste em estudar as interpretagoes conhecidas do
A-calculus sobre redes de interaccao, considerando em que medida tais inter-
pretagoes sao sensiveis a variantes do A-calculus. Agrupou-se as tradugoes
conhecidas em duas classes: logicas e directas, e neste documento apresenta-
mos um pequeno survey do processo de traducao por tras das interpretacoes
logicas e de um estudo detalhado de uma interpretacao directa. O projecto
foi orientado pelos Professores Jorge Sousa Pinto e José Carlos Espirito
Santo no ambito de uma Bolsa de Iniciagcao a Investigagao, fornecida pelo
Centro de Matemdtica da Universidade do Minho.



Capitulo 1

Introducao

O lambda calculus foi apresentado e criado por Alonzo Church, na década
de 1930, num artigo [Chu32]. Um dos principais objectivos de Church era
construir um sistema formal para os fundamentos da Matematica, criando
um sistema que trabalhe tanto com fung¢des como com nogoes logicas. Foi
descoberto que o sistema original era inconsistente, em 1935. Church aban-
donou a ideia em 1936, separando a parte consistente do sistema, que é hoje
chamado de A-calculus sem tipos, e concentrou os seus estudos sobre a com-
putabilidade [Chu36bl[Chu36a]. A nogao de lambda definivel é a base tedrica
por tras das linguagens de programacao funcionais e o calculo caracteriza
um modelo universal de computacao.

Em 1940, Church introduziu um sistema computacionalmente mais fraco,
porém logicamente consistente, conhecido por A-calculus com tipos simples
[Chu40]. Posteriormente foi descoberto que, no entanto, existem outras
maneiras consistentes de representar as nogoes légicas no lambda calculus
de forma a que uma base para a Matematica seja obtida. Tais sistemas sao
largamente utilizados em sistemas de deducao automatica e fornecem a base
para as linguagens de programacao funcionais.

As redes de interacgdo sao um formalismo grafico inspirado nas redes de
prova da Légica Linear e constituem um modelo universal de computagao.
Este documento descreve o processo de traducao do lambda-calculus para
as redes de interaccao, e enquadra-se como relatério final do projecto inter-
pretacoes do A-calculus em redes de interacc¢ao, orientado pelos Professores
Jorge Sousa Pinto e José Carlos Espirito Santo. O objectivo do projecto
é estudar as interpretacoes conhecidas e modifica-las para se adequarem a
variante do A-calculus adoptada.

Este documento divide-se em duas grandes partes, inicialmente descreve-
mos o longo processo de traducao do A-calculus para as redes de interacgao,



comecamos por apresentar o lambda-calculus, com alguns resultados impor-
tantes, nos capitulos 2] e [3] A traducao comeca, de facto, pelo isomorfismo
de Curry-Howard, seccao onde estabelecemos a ponte entre a Deducao
Natural e o lambda-calculus, saindo do mundo dos termos e entrando no
mundo das derivagoes. Da Dedugao Natural traduz-se para o Célculo de
Sequentes, capitulo donde traduzimos para a ldogica linear, capitulo
e consequentemente, para as Redes de Prova. Uma segunda parte apresen-
tamos um estudo detalhado de uma tradugao directa do A-calculus para as
redes de interacgao, seccao 5.3



Capitulo 2

O lambda-calculus sem tipos

2.1 Preliminares

Aquilo que normalmente chamamos de lambda-calculus é uma colecgao de
diversos sistemas formais baseados na notagao inventada por Alonzo Church.
Todos esses sistemas, apesar de sintaticamente diferentes, tem um princi-
pio bésico em comum, foram todos desenhados para descrever as formas
mais basicas pelas quais funcgoes e operadores podem ser combinados para
formarem outros operadores.

Neste capitulo vamos apresentar a variagao mais simples do lambda-calculus,
a nocao de confluéncia sobre relagao de reducao que da o poder a essa versao
mais simples com alguns resultados obtidos ao longo do semestre acerca do
mesmo tema. Vamos estudar também as duas estratégias de reducao mais
simples, call-by-name e call-by-value.

Definicao 2.1 (lambda-termos). Sejam V = {v1,v,...} um conjunto in-
finito de varidveis, C = {ci,co,...} um conjunto de constantes tal que
VNC =0 (Se C = () dizemos que o sistema é puro, dizemos que o sis-
tema é aplicado caso contrario). O conjunto A dos lambda-termos é definido
indutivamente por:

(i) Todas as varidveis e todas as constantes sao lambda-termos. Tais ter-
mos sao chamados dtomos.

(ii) Sejam M, N lambda-termos, entao (M N) também é um lambda-termo.
Tais termos sao chamados aplicagédes.

(iii) Sejam M um lambda-termo e z uma varidvel, entdo (Az.M) é um
lambda termo, chamado abstrac¢do.



Notagao 2.1. De forma a simplificar a escrita e a leitura de lambda-termos,
vamos fixar alguma notagao:

(i) Letras minudsculas x,y, z,... usualmente representam varidveis, en-
quanto letras maitisculas M, N, P, (), ... representam termos.

(ii) A aplicagao é associativa a esquerda, isto é, o termo M My Ms3My rep-
resenta (((M;Ma)Ms)My).

(iii) A abstracgao é associativa a direita, isto é, o termo Azyz.K representa
(Ax.(Ay.(A\z.K)))

(iv) Dois termos M, N sintdticamente iguais sao notados por M = N

Num termo como A\yz.z(yz) dizemos que as varidveis y e z ocorrem como
varidveis ligadas e a varidvel x possui uma ocorréncia livre. Tais catego-
rizagoes de ocorréncias de varidveis motivam a seguinte definigao:

Definigao 2.2 (Varidveis Livres e Ligadas). Seja M um lambda-termo. Os
conjuntos FV (M) e BV (M) sao definidos recursivamente por:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(\z.M) = FV(M)\ {z}

BV(z)=10
BV(MN) = BV(M)UBV(N)
BV (\a.M) = BV(M) U {z}

Pela defini¢ao acima, podemos dizer que o operador A liga uma varidvel, mas
como mencionamos na defini¢ao [2.1] possuimos infinitas variaveis. Note que
a mesma variavel pode possuir ocorréncias livres e ligadas no mesmo termo,
por exemplo: Ak.n(An.kn). E cabivel entdo nos perguntarmos se os ter-
mos M = \yz.z(yz) e N = Ayk.z(yk) sdo iguais. Obviamente que nao sdo
sintaticamente iguais, mas é evidente que a sua construcao é muito semel-
hante e difere apenas no nome de uma ou mais varidveis. Nesta condigao,
dizemos que M e N sao a-equivalentes e notamos por M =, N.

E importante notar que as a-converssdes podem trazer alguns problemas
com elas, tal como a captura de nomes. Por exemplo, se renomearmos a
variavel x do termo (Ay.yx) para y, vamos obter um termo com um signifi-
cado completamnte diferente, uma vez que y possui uma ocorréncia ligada
no termo. E preciso ter um certo nivel de atencao ao utiliza-las.

Definicao 2.3 (Substituigao). Sejam M e N dois lambda-termos tais que
FV(N)N BV (M) = 0 e  uma varidvel que ocorra livre em M. Entdo, a



substituigao de N por = em M, notada por [N/z|M ¢, informalmente, o
resultado de substituir todas as ocorréncias livres de x em M por N. Tal
operacao pode ser definida recursivamente por:

[N/l

[N/xly y,y#x
[N/a](MyMy) = [N/x]My[N/x] My
[N/x](Ay.-M) = (Ay.[N/x|M),y # x

2.2 Reducao Beta e Confluéncia

Prosseguiremos por estudar o processo de calculo. Tal processo pode ser
visto como uma computagdo num termo. Se imaginarmos uma fungao
f(x) = x + 3 e calcularmos f(2), o processo que fazemos implicitamente é
procurar pela varidvel x no corpo da func¢ao e substituir todas as ocorréncias
encontradas por 2, resultando em 2 + 3.

No lambda calculus nao é diferente, um termo com a forma (Az.M)N é
chamado um (-redez, e pode ser reduzido para [N/x]M. Se um dado lambda
termo nao contém nenhum [-redex, dizemos que esse termo esta na forma
B-normal.

Definigao 2.4 (f-redugdo). Sejam M, N, M’ € A e x uma varidvel. Vamos
definir por indugao em M a seguinte relagao binaria em A.
M —)5 M’
(M. M)N —g [N/z]M  (Az.M) —5 (Az.M’)

M_>B M’ M—)g M’
MN —3 M'N NM —5 NM'

Notamos por M —3 N se N ¢é obtido a partir de zero ou mais S-redugoes
de M. Define-se uma f-igualdade de M e N e nota-se por M =g N se
M —5 N ou N —g M.

Teorema 2.1 (Confluéncia). Sejam M, Ny e Ny lambda-termos. Entdo se
M —3 N1 e M —g Ny entao existe um termo T tal que Nw —g Z e
N2 —»/3 T.



M
y X
N Ny

5777 N ¢ B
A

Teorema 2.2 (Church-Rosser). Sejam M e N lambda termos tais que
M =g N. Entao existe um Z tal que M —g Z e N —»g Z.

Note que os resultados acima sao de grande relevancia no lambda-calculus.
Permitem provar, por exemplo, que se um lambda-termo possui uma forma
normal, ela é tnica. Outro resultado de grande relevancia demonstrado a
custa dos mesmos teoremas é a consisténcia do lambda-calculus [Bar84].
Note que existem termos que nao possuem formas normais, como por exem-
plo (\z.x z)(A\z.z x).

Duas demonstragoes do teorema |2.1| estao disponiveis, respectivamente, em
[HS86] e [Bar84]. A primeira usa um conceito chamado minimal complete
development e a segunda utiliza uma relacao de reducdo —»1. Ambos con-
ceitos sao andlogos como demonstrado a seguir.

Definigao 2.5 (MCD). Define-se por minimal complete develpment de um
conjunto de redexes R = {ry,--- ,r,} de um A-termo M a seguinte sequéncia
de [-reducoes:

e Primeiro, reduz-se um redex minimal r; em M (por conveniéncia, va-
mos assumir ¢ = 1). Tal operac¢ao produz no méaximo n — 1 residuosﬂ
/ /
Toy - T de ro, e Ty,

e Continua-se por reduzir um residuo 7‘9 minimal qualquer, produzindo
n — 2 residuos.

e Repete-se os passos acima até nao sobrarem mais residuos.

e Efectuam-se zero ou mais a-conversoes no termo obtido.

Definigao 2.6. Sejam M, M’ € A, entao nota-se por:

. Mbﬁcd M’ se M’ € A é obtido por um minimal complete development
de um conjunto R de redexes de M € A.

o M g M um minimal complete development de um conjunto de
redexes arbitrério.

' A definicdo precisa de refduos encontra-se em [HS86, Appendix A2



Definigao 2.7. Também podemos definir os passos apresentados na definicao
[2.5] por meio de uma fun¢ao recursiva. Seja M € A, define-se a fungdo MCD
por:

MCD(M, @) = N, N =, M,
MCD(M,{r}UR) = MCD(M',R')
r um redex minimal reduzido em M —g M !

/ . , ~
e R’ o conjunto de residuos dessa reducao em R.

E entdo dizemos que M >=_ M’ se MCD(M,R) = M'.

med

Definigao 2.8. Sejam M, M’', N, N’ € A a relacao —1 em A é definida por:

M —y M’
(1) (Ax. M) —1 (Az. M) 2)

M — M’

M-y M N - N’
MN —1 M'N’

M-y M N —; N’
(M. M)N —»q [N’ /x| M’

3) (4)

Teorema 2.3. Sejam M,N € A entdo M >,,eq N < M —1 N.

Dem. Vamos dividir a demonstracao em duas partes.
1. Queremos provar que VM, N € A M —1 N = M >yeq N

Para tal, vamos primeiro demonstrar alguns lemas auxiliares.
Lema 2.1. Seja M € A entdao M >p,cq M.

Dem. Imediata a partir da definicaio de MCD. (Basta considerar um
MCD de tamanho 0 com nenhuma redugao alpha.) ]

Lema 2.2. Sejam M, M’ € A tais que M >y,.q M.
Entao (Az.M) bpeq (Ax.M").

Dem. Uma vez que M e (Ax.M) possuem os mesmos redexes a demon-
stragao torna-se imediata. ]

Lema 2.3. Sejam M, M', N, N’ € A tais que bewd M' e Nbfwd N'.
Entao MN >,,.q M'N'.
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Dem. Por hipétese temos que M —g M* =, M' e N -3 N* =, N'.
Vamos entao considerar a seguinte cadeia de redugoes:

MN —5 M*N (2.1
—3 M*N* :
=, M'N’ (2.3)

Ora, uma vez que os conjuntos R e S possuem redexes disjuntos 2 a 2,
uma reducao de um redex de R nao alterara os redexes de S, o mesmo é
valido para o contrério, reducoes de S nao alteram R. Portanto podemos
unificar as duas f-reducoes dos passos (1) e (2), resultando em:

MN —3 M*N*
=, M'N’

Logo MN ty,.q M'N'. O

Lema 2.4. Sejam M, M’', N, N’ € A tais que M >eq M’ € N >ppeq N'.
Entao (Az.M)N >peq [N /2] M.

Dem. Por hipétese temos que M —g M* =, M' e N -3 N* =, N'.
Segue que
(M. M)N —5 (Az.M*)N*
—g [N"/z]M*
=, [N'/z|M'

A reducao acima ainda é um MCD, portanto (Azx. M) N>,q[N'/x|M’'. O

Munido dos lemas (2.1)), (2.2)), (2.3) e (2.4) e uma indugao estrutural em

M —»q1 N é facil provar que se M —»1 N entdao M >,,.q N, para quaisquer
M,N € A.

Vamos agora provar o outro sentido da equivaléncia:
2. Queremos provar que VM, N €¢ A Mg N = M —1 N

Para tal, vamos utilizar o calculo )\, com a possibilidade de marcar redexes.
O alfabeto é o mesmo do A-calculus acrescido do simbolo \. A linguagem
A’ é definida indutivamente, da mesma forma que o A-calculus, com apenas
uma regra a mais:

VM,Ne /N (No.M)N e N

11



Seja Red C A o conjunto de todos os redexes, vamos definir uma funcao
0 : A x P(Red) — A’ recursivamente por:

O(x,R) = x

H(MN R) = O(M,R)O(N,R),M ¢ R

0(Ax.M),R) = (M.0(M,R))

O(Ax.M)N,R) = (Nz.O(M,R))6(N,R),M € R

(Note que 6 é a fun¢ao que marca os redexes de R em um termo M.)

E uma funcdo |- | : A” — A que remove as marcagoes dos redexes de um
termo transformando-os em redexes normais.

Por tltimo, define-se a relacao —», em A’ que reduza todos os redexes mar-
cados de um \-termo:

M —, M’ I
Ty, T (1) (Ax.M) =, (Ax.M') (I1)
M M N N’ M M N N’
¢ e 1) e e (V)

MN —, M'N’ (Nz.M)N =, [N'/z]M’

Munidos das definigbes necessérias, prosseguimos com a demonstracao.

Lema 2.5. Sejam M, M’ € A’ tais que M —, M’'. Entao M’ € A e
‘M| —1 M/.

Dem. Basta uma indugdo em M —, M’, notando que M’ nao possui
redexes marcados. O

Lema 2.6. Sejam M, M’ € A tais que M X M'. Entao §(M,R) —, M.

Dem. Indugao estrutural simples em M. O

Portanto, sejam M, M’ € A, tais que M % _, M’ segue que:

med

MR M O(M,R) —», M’
EX o0, R)| -1 M’
= M — M’

(O dltimo passo é imediato uma vez que 0 poe marcas e | - | retira marcas.)
Logo, se M ty,cq M entao M —»1 M’ para quaisquer M, M’ € A.

De 1. e 2. vem que >peq =—>1. O

12



2.3 Call-by-Name

Uma estratégia de redugao é um conjunto determinista de regras utilizadas
para determinar uma ordem pela qual os redexes sao reduzidos num lambda-
termo, caracteristica que a S-reducao por si s6 nao possui.

Antes de continuarmos, é preciso introduzir uma notagao. Chamamos de
weak head normal forms (whnf) a termos da forma Az.M ou zM; --- M,,
com M, My, --- , M, lambda-termos quaisquer. Dizemos que W é a whfn de
M se M —g W

Definigao 2.9 ({}). Sejam M, N, M’ € A e x uma varidvel. Vamos definir
por inducédo em M a seguinte relacdo bindria em A.

zdx (Az. M) |} (Ax. M)

MUzTh--T, M} MM [N/z)M' U
MN { 2Ty - T,N MN U

Definicao 2.10 (—yps). Sejam M, N,M’ € A e x uma varidvel. Vamos
definir por inducao em M a seguinte relacao bindria em A.
M —whf M’
()\SCM)N —whf [N/a:]M MN —whf M'N

Lema 2.7. Sejam M, N lambda-termos tais que M |} N. Entdao M possui
whnf e N é uma whnf de M.

Dem. Indugdao em M || N O
Lema 2.8. Seja W um lambda-termo na whnf, entao W || W.

Lema 2.9. Sejam M, N lambda-termos. Se M nao possui whnf entao M N
também nao possui.
Dem. Assumindo que M N || W, entao, as duas regras que podemos aplicar

encontram, recursivamente, a whnf de M. Mas M nao possui whnf. ]

Portanto, ja possuimos conhecimento de que a relagao |} encontra a whnf de
um termo, se ele a possuir. Podemos a seguir provar os mesmos resultados

13



para —,,3 ou tentar estabelecer uma equivaléncia. A segunda opgao é clara-
mente mais poderosa. Note que o teorema apresentado a seguir também é
valido para a estratégia call-by-value, com apenas pequenas modificacoes na
demosntracaos.

Lema 2.10. Se M || N entao M —»,n3 N.

Dem. Inducao em |}. O

Lema 2.11. Se M —ng M’ e M' |} N entao M | N.

Dem. A demonstragao segue por indugao em —,p3.

Caso (A\z.P)Q —ynp [Q/x]P e [Q/x]P || R,

queremos provar que (Az.P)Q@ |} R. Mas isso é imediato.

P _>th P’
PQ —unp P'Q
queremos provar que PQ || R.

Caso e P'Q || R,

Por hipétese de inducao temos que P’ || R’ implica P |} R'. Vamos provar
dois subcasos de P'Q || R:

Caso P’ || Ty ---T,, da hipétese de indugao e aplicagdo de uma regra
segue que PQ | 2T --- T,Q.

Caso P' || (A\x.T) e [Q/z]T | R, por hipétese de indugdo temos que
P | (A\z.T), logo:
Py (AeT) [Q/2]T I R

PQ IR

Lema 2.12. Se M — ;3 N e N for uma whnf, entao M || N.

Dem. A demonstracao segue por inducao sobre o comprimento de —» 3,

com os lemas 2.7 e 2111 O

Teorema 2.4. Sejam M, N lambda-termos, entao M —,n3 N e N whnf se
e sose M| N.

Dem. Com os lemas[2.10] 2.11] e 2.12] concluimos a demonstracao do teorema
proposto.

O

14



Capitulo 3

O lambda-calculus com tipos
simples

Até agora, enquanto falamos do lambda-calculus sem tipos, nao nos foram
impostas restricoes em como combinamos e utilizamos os objectos estuda-
dos, ou seja, qualquer termo pode ser aplicado a qualquer abstracao. Esse
comportamento pode ser indesejado, por exemplo, nao faz sentido algum
calcular [ Ndz, os elementos possuem tipos diferentes, nao sdo compativeis.

De um certo ponto de vista, as diferentes variagoes tipadas do lambda-
calculus [Bar93] podem ser vistas como refinamentos e especializagoes do
mesmo. Tais variantes possuem um papel fundamental nos sistemas de
tipos das linguagens de programacao ou, como veremos posteriormente neste
capitulo, o lambda-calculus tipado esté intrinsecamente conectado a Légica
Matematica pelo Isomorfismo de Curry-Howard.

3.1 Tipos Simples

Dentro dos tipos simples existem dois estilos, os tipos implicitos ou explicitos,
também conhecidos por Curry Typing e Church Typing respectivamente.
Na variagao explicita, ou de Church [Chu40], cada lambda-termo possui o
seu tipo anotado, enquanto na variagao implicita, ou de Curry [HCS72|, o
mesmo lambda-termo pode possuir varios tipos diferentes depententes de
um contexto.

Neste capitulo vamos apresentar o lambda-calculus com tipos simples a Id
Curry, alguns resultados estudados acerca do subject reduction e vamos ap-
resentar a conexao entre os lambda-termos e a Légica Matematica. Por
motivos de simplificagdo vamos utilizar a convencao de varidveis de [Bar84],

15



onde convencionamos que a-converssoes serao aplicadas sempre que preciso
para garantir que todas as varidveis possuam nomes diferentes.

Definicao 3.1 (Tipo). Seja Cr = {o,0’,0”,...} um conjunto de tipos,
chamados de tipos atomicos. Define-se entao o conjunto T dos tipos simples
indutivamente por:

(i) Cr C T,

(ii) Sejam o,7 € T, entdo (o0 — 7) € T.

Definigao 3.2 (Contexto). Define-se por contexto um conjunto I' €V x T.
Podemos ver um contexto como um conjunto que atribui tipos a variaveis.
Um elemento de I' é da forma (z : o) .

Definigao 3.3 (Derivagao). Define-se indutivamente o conjunto de todas
as derivagoes por:

(i) Sejam x uma varidvel, o um tipo e I' um contexto. Se (z : o) € T
entao
T'Fz: o0 (Az) é uma derivacio.

(ii) Seja D uma derivagao com conclusao I,z : 7 = M : 0. Entao
. D
Le:7FM:o é uma derivacao.
(I =)
'z M):(r— o)

(i) Sejam D e D’ derivagoes com conclusoes ' M : (1 — o) e 'EF N : 7
respectivamente. Entao

' D LD
I'FM:(r—o0) TEFN:7 ¢ uma derivagao
(E —
'-MN:o

Diz-se que D é derivacao de I' = M : o se esse sequente é a conclusao de D.

Definigao 3.4 (Derivabilidade). Sejam I" um contexto, M € A e o um tipo.
Dizemos que o sequente I' = M : o é derivéavel se existe uma derivagao desse
sequente.

O lema a seguir permite-nos olhar para a derivacao de um sequente de forma
inversa, partindo das conclusoes.
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Lema 3.1 (Lema da Geragao). Sejam M, N € A e I' um contexto, entao:
1. SeI' -z : 0 é derivavel entao (z : o) € I.

2. SeI' F MN : o é derivavel entao existe um 7 € T tal que I' - M :
(r —o0)el'F N : 7 sdo derivdveis.

3. SeT'F (Az.M) : (1 — o) é derivavel entdao I',z : 7 = M : o é derivavel.

Dem. Indugao estrutural nas derivacoes de cada um dos casos. O

Lema 3.2 (Lema da Substituigao). Sejam M e N A-termos e I" um contexto
taisque 'x:o M :7e '+ N : 0 sao derivaveis.
Entao

' [N/x]M : T é derivével.

Ou seja, podemos dizer que a regra

I'e:cb-M:7 THN:o
C'E[N/z|M : T

(Subs)

E admissivel.

Dem. Vamos fixar a derivacao D' de I' = N : 0. Queremos provar que para
qualquer derivacao D, se D é derivacao de I',z : 0 = M : T entao existe uma
derivagao D" tal que D" é derivacao de I' - [N/z|M : 7.

A demonstracao segue por inducdo na derivacao D.

1. Caso D seja a derivagao:

(Az)

Iz:obzxz:0o

Queremos provar que existe D" derivagdo de I' - [N/z]z : 0.

Mas isso é evidente uma vez que [N/x]z = N e por hipétese D' é
derivacao de I' = N : 0.

Segue que D" = D'.

2. Caso D seja derivacao:

TzioFyir A0

Queremos provar que existe D” derivagao de I' - [N/z]y : 0.
A prova é imediata uma vez que [N/z]y = y.
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3. Caso D seja a derivagao:

A,y:¢,x:al;M:T
Ajz:obF(AyM):(p—7)

(I =)

Queremos provar que A = (Ay[N/z]M) : (¢ — 7) é derivavel.
Ora, [N/z](Ay.M) = (A\y.[IN/xz]M) e por hipétese de indugao sabe-
mos que existe uma derivagao € de A,y : ¢ = [N/z]M : T.
Logo:
e
Ayy:obF[N/xz]M : 1
AF (Ay.[N/x]M): (¢ — 1)

é derivacao de A F (A\y.[N/x]M) : (¢ — 7).

4. Caso D seja a derivacao:

F,IZO’I—Mll((;S*)T) T,z:ob M :o
Dix:obk (MiMs): 1

(B =)

Tal como no caso anterior o resultado segue directamente das hipéteses
de inducdo notando que [N/z](MyMs) = [N/xz]M1[N/z]| M.

O]

Teorema 3.1. Sejam M e M’ \-termos e I' um contexto tais que ' = M : 1
é deriwvdvel e M —p M'. Entao T' = M': 7 é derivdvel.

Dem. A demonstracao é feita por indugao em M —g M’. Os casos indutivos
sao evidentes a partir das respectivas hipéteses de inducao. Vejamos o caso
de base:

Caso M —g M' = (Ax.M)N —p [N/z]M,

Sabemos que I' F (Ax.M)N : 7 é derivavel, portanto, pelo lema da geracao,
podemos dizer que existe um o tal que:

'c(AM):(c—1)el'FN:o

sao derivaveis.
Aplicando o mesmo lema outra vez, segue que:

Fx:oFM:7el'FN:o

sao derivaveis.
Pelo lema [3.2] concluimos que:

'+ [N/x]M T

é derivavel. O
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Corolario 3.1 (Subject Reduction). Sejam M e M’ A-termos e I’ um con-
texto tais que I' = M : 7 é derivivel e M —3 M'. Entao ' = M’ : 7 é

derivdvel.

Teorema 3.2. A regra estrutural de contracdo é admissivel no sistema de
derivagao de tipos introduzido na defini¢do [3.3:
x:oy:c-M: 7T
: — (©)
Dx:ob[z/ylM: T

Dem. Vamos considerar a seguinte derivacao D:
Nx:oy:oF-M:T (I )

Fz:ob (Ay.M): (o —T1)
Dx:ok (Ay.M)x: T

(Az)
—)

Tz:obzxz:0

Ora, pela derivagao D de I',z : o F (Ay.M)z : 7 e uma vez que

(Ay.M)az —p [x/y] M, pelo corolério[3.1](Subject Reduction) podemos garan-
tir a existéncia de uma deriavagao D' de I',x : o - [z/y]M : 7. Segue que a
regra (c) é admissivel. O

Teorema 3.3. A regra estrutural de enfraquecimento € admissivel no sis-
tema de tipos introduzido na definicao [3.3:

I'EM:T /
= (W), ' CT
F’I—M:T( ), I'e

Dem. Vamos comegcar por provar um lema auxiliar:

Lema 3.3. A seguinte regra é admissivel:

r=M:r
Fx:oF-M:7

(w), z ¢ dom '

Dem. A prova é feita por inducao na derivacgo Dde ',z : o - M : 7. O
dnico caso que nao segue directamente das hipdteses de indugao é:
Caso D seja

Ay:oFM:T

- I'=AU :
Ax:ob(AyM):(¢—T1)’ {y=0)}

Por hipétese de inducgéao sabemos que A,y : ¢,z : o = M : 7 é derivavel,
portanto, uma vez que z nao ocorre livre em M (pois z ¢ domI') e
pela regra (I —) podemos afirmar que Az : o = (A\y.M) : (1 — 1) é
derivavel. ]

E evidente que a regra (W) pode ser obtida com sucessivas aplicagoes de
(w), portanto é admissivel. O
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3.2 Isomorfismo de Curry-Howard

O Isomorfismo de Curry-Howard estabelece a ponte entre duas familias de
formalismos aparentemente bastante diferentes. Por um lado temos os sis-
temas de prova e por outro os modelos de computacao, que sao estrutural-
mente o mesmo tipo de objectos.

Sejam M um termo e I' um contexto tais que I' - M : ¢ é derivavel, podemos
olhar para ¢ como uma férmula proposicional sobre a légica minimal e M
como uma demonstragao para essa férmula. Vejamos a semelhanca entre a
deducao natural e as regras da definicao (7 D o denota 7 implica o).

Deducao Natural Derivagao de Tipos
o I‘,a::ol—:v:a(Ax)
[7]
: 'e:7H-M:o

(I =)

TgO’(ID) 'z M):(r—o0)

5 '-M:(r—o0) TEN:o g
s (ED) TFMN:o (B =)

Note que as regras de derivacao de tipos sao aplicadas de acordo com a forma
do termo em questao. Podemos inclusive reescrever as regras de derivagao
para os tipos no formato da deducao natural. Para tal, vamos assumir que
possuimos um conjunto de proposicoes verdadeiras I':

(i) Férmula atémica:

(ii) Abstracgao:
7]
M:: o
Az M): (1 — o) (=)

(iii) Aplicacao:
M:(r—o0) N:

T (E
MN : o (£ =)

Se analizarmos a demonstragao do lema [3.2] com algum cuidado, podemos
ver que ela possui um contetiddo computacional bem definido, devido a sua
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natureza construtiva. Tal conteido computacional define uma operagao de
substituicao sobre derivagoes.

Podemos ver a operagao de substiuicao como uma operacao que concatena
uma derivagdo D’ nos axiomas (regras (Ax)) de uma derivagdo D sempre
que necessario (caso 1 da demonstracao do lema ou descarta D’ (caso
2). Note que os casos indutivos (casos 3 e 4) empurram a substitui¢do em
direcdo aos axiomas de uma derivagao.

Definigao 3.5. Sejam D uma derivagao de um sequente IV - M : o, com
I =T,z : 7 e D uma derivacio de I' = N : 7. A operagao de substi-
tuicdo de D’ por & em D, notada por [D'/z]D, que produz a derivacao de
'+ [N/z]M : o é definida recursivamente por:

[D/z)T'Fx:7)=D

D)z Fy:0)=T"Fy:0o

[D'/x]( A,y:az}—M:T ): [Dl/x](A,y:UEI—M:T>
AF(Ay.M):(c—T) AF [N/z](Ay.M): (o0 — 1)

ﬂWﬂ(FFM%aaﬂ PFNW)ZJDMKPFMKU%ﬂ>[WMKFFNM)
' MN:t ' [N/z](MN) : 7

Portanto, sejam D e D’ respectivamente as derivacoes dos sequentes

Dx:oFM:7el'F N:o. Olemal[3.2] nos garante que nessas condicoes
existe uma derivacao de I' = [N/z|M : 7. Agora, além de termos uma garan-
tia da sua existéncia, também a conhecemos. Tal derivagdo é precisamente

(D' /]D.

Observarndo agora a demonstracao do caso indutivo do teorema [3.1] nota-
mos que existe uma outra operacao bem definida sobre derivagoes de tipos.
Estamos a transformar derivagdes da seguinte forma:

: D
F,JJZO"I—MIT 4
I'(MzM):(c—>7) TFN:0o
'-(\z.M)N:1
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Na derivagao [D'/x]D, ou seja, estamos a copiar e concatenar D’ em todos
os axiomas de D com a forma I' - z : ¢, resultando em algo como:

. D

I'FN:o

D
I'E[N/z|M: T

E notdvel que a forma dessa manipulagao assemelha-se muito a uma con-
tragao de uma férmula maximal na dedugao natural (neste caso (o — 7)).
Essa semelhanca nao é uma surpresa. No contexto do isomorfismo de Curry-
Howard uma S-reducao equivale a uma contracao de uma férmula maximal.
Ao olharmos para o teorema sobre o mesmo isomorfismo, o teorema diz
que uma contracao nao altera a conclusao de uma derivacao em deducgao
natural. Em outras palavras, a derivagao de um termo na forma normal
corresponde & uma derivagao em deducao natural normalizada.

3.3 Calculo de Sequentes

Ja mostramos a relagdo entre o lambda-calculus e a dedugao natural. De
forma semelhante podemos estabelecer a relacao entre o lambda-calculus e
o calculo de sequentes.

Note que haverd uma pequena mudanca de notagao neste capitulo, de forma
a facilitar a leitura das derivagoes, os tipos (e consequentemente férmulas
proposicionais) de termos serao notados por A, B,C,...aoinvésde 0,7, ¢, ...
como nos capitulos anteriores.

Vamos utilizar o sistema G2i + cut minimal, apresentado com mais detalhes
em [T'S00], de seguida vamos apresentar uma variagao unilateral do célculo
inicial, que sera utilizada em capitulos posteriores.

Definicao 3.6 (Sequente). Sejam I' um multiconjunto de férmulas e A uma
férmula, define-se um sequente do G2i + cut pela expressao I' = A.
A T" dé-se o nome de contexto.

Dado que estamos a trabalhar apenas com a légica minimal intuicionista, as
regras que utilizaremos sao:
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I'=A AT'=B

T Ao a4 A7) rrop W)
I'A=10B I'=A BI=C
T=Aas58 (B2 Y Yo
A AT =B INA= A
Ar=s8 O tooia B

Lema 3.1 (Enfraquecimento). Seja D uma derivacao do sequente I' = A,
entao existe uma derivacao D’ do sequente I', B = A. Ou seja, a seguinte
regra é admissivel ao sistema:

r=4
RB#A@W)

Dem. A demonstracdo segue por indugéao em D, adicionando B no lado
esquerdo dos sequentes, até chegarmos aos axiomas. ]

Nota 3.1. Pela definigao do sistema, a regra (L D) necessita de contextos
iguais em ambas premissas, porém com o lema[3.I] podemos passar a utilizar
uma verssao com contextos diferentes da regra (L D). Isto é, a seguinte regra
também é admissivel:

=4 BI'=C
ADB,I\T"=C

(L2 D)

Note que as duas verssoes sao equivalentes, isto é, (L2 D) simula o compor-
tamento de (L D) e vice versa:

'=A4 BI=C = A I",B=C
ASBI.T=C (LLQD) IEYRe r,r’,B:CEévg
ADB,I',=C ) ADB,ILI"=C

A partir de agora, sempre que a regra (L D) for utilizada, estaremos na
verdade a utilizar a regra (L2 D) a nao ser que esteja explicitamente comen-
tado.

Ao longo deste capitulo, caso nao haja ambiguidade, vamos nos referir a
demonstragoes pelos seus respectivos lambda-termos.
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3.3.1 Interpretacao de Gentzen

A traducao de uma derivacao em deducao natural para uma derivacao em
G2i 4 cut , numa primeira vista, nao é complexa porém apresenta alguns
problemas que serao poseriormente discutidos.

Seja T' = {x1 : Ay,--- ,x, : A,} um contexto, vamos notar por I'Y o multi-
conjunto que contém apenas os tipos associados as variaveis: {{Ay, -+, A, }}.

Teorema 3.4 (Interpretacao de Gentzen). Sejam M um lambda-termo e D
uma derivagio de T'F M : A, entdo, existe uma derivacio DY de T9 = A
em G2i + cut .

Dem. A demonstragao segue por indugao em D, e define a funcao de tradugao

(-)9:

Casos possiveis para D Correspondente DY
Ax
(2) F,m:AFw:A(Ax) FQ,A:>A( )
" Dy Dg
Iz:AFM:B 9 A= B
y i (I =) =72 (R>)
(%) 't (\z.M): (A— B) I'=AD>B
DY
© Dy Dy DY I1"=A B=B Ef‘g))
'M:(A—B) TFN:A IY“=A>B A>BIY=3B
(E =) 5 (Cut)
(4i2) I'-MN:B I' =B
O

Note que a regra correspondente a (E —) utiliza um corte e a regra de
introdugao do conectivo em questao a esquerda (Esse comportamento é ob-
servado em todas as regras de eliminacgao da dedugao natural). Pela seccao
podemos concluir que a traducao da derivacao de M N : B para o calculo
de sequente utiliza pelo menos um corte. A forma mais natural de remover
tal corte é "empurra-lo” para cima pelo lado esquerdo da derivacao, pois a
férmula do corte é introduzida pelo lado direito.

Se removermos tal corte empurrando-o pelo lado esquerdo, nos trés possiveis
subcasos: N : o, (Az.M)N : 0 e (PQ)N : o vamos acabar por encontrar
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uma outra traducao, mais eficiente, da deducao natural no calculo de se-
quentes. Tal traduc@o é conhecida como a traducao de Prawitz|[Pra64].

Vamos ilustrar este comportamento com um exemplo. Vejamos todo o pro-
cesso de traducao desde a derivagao do tipo do combinador B até a sua
derivacao em calculo de sequentes sem cortes:

B = (Mxyz.x(yz):(A—-B)— (C—A) -C—B
Derivacao do tipo de B:

sty D2yi(@ o Ay (C o A) (Az) rg,z:cm;c(gx)
M2 A Bz (Asp A9 TLo: (Ao B)Fyz:A (£ =)

(£ —)

Nz:(A— B),y: (C— A),z:Crax(yz): B
T Cwyre): Ao B o (Cod) ocop L)
Tradugao de Gentzen:

— (Ar) —— (An)

CoA) = (oA A C:(>CCDA) CijA (£2)
’ Cuty) ——— (Az)

(CDA),C=A ( B=B

(Az) (L D)

(ADB),(CD>A),C=B

(ADB),(C>A),C=B (Cuty)

:(ADB)D(C)A)DCDB(

R D)

Eliminagao do corte (Cuts):

coc A mgfg)
(Az) (CDoA),C=A B=21B
(ADB)=(ADB) (C>A),(ADB),C=B1B
(A>B),(C5A),C=B
NS IR R EY A

(Az)
(L2)
(Cutl)

Eliminagao do corte (Cuty):

oo W) a5 EA”“"))
(CDA),C=A B=B
(C>A),(AD>B),C=B

=(ADB)D(CD>A)DCDOB

(Az)

O =
- Y

Chegamos assim na derivacao que a traducao de Prawitz escolheria para o

tipo do combinador B. E importante notar que esta derivacao nao é unica.
Existem outras derivagoes sem cortes de (A D B) D (C > A) D C D B, por
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exemplo:

(Ax) (Ax)
A=A B B
c=c W) (ADB),Aél:; (L2)
(LD)

(C>A),(A>B),C=1B
=(ADB)D(CD>DA)DCDODB

(R D)
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Capitulo 4

Redes de Prova

As redes de prova, ou proof nets, sao um formalismo geométrico para repre-
sentar provas (dedugoes) que elimina alguma burocracia dessas provas: (A)
remove propriedades estruturais irrelevantes de calculos como a dedugao
natural ou o cdlculo de sequentes, e (B) a ordem das regras aplicadas deixa
de fazer sentido. As redes de prova foram introduzidas por Jean-Yves Girard
em [Gir87], em conjunto com a légica linear.

A légica linear surgiu como um refinamento das légicas classica e intu-
icionista. As contractes e enfraquecimentos nao podem ser aplicados ar-
bitrariamente.

Vamos assumir algum conhecimento sobre légica linear, e para isso refere-se
o leitor a [Gir95]. Comegaremos por apresentar brevemente os fragmen-
tos multiplicativo e exponencial da légica linear para podermos codificar o
lambda-calculus. Continuaremos por mostrar a sua representagao grafica,
as redes de prova, que levaram ao surgimento das redes de interaccao, que
serao estudadas no proximo capitulo.

4.1 Logica Linear

As Ciéncias da Computacao focam os seus estudos nos aspectos computa-
cionais, isto é, uma fun¢éo com tipo A — B nos fornece um algoritmo, uma
receita, de como tranformar As em Bs. A Ldgica, por outro lado, foca-se
nos sistemas formais, com ldégicas intuicionistas e constructivas passamos a
ler A — B como: posso dar-te um B, se me forneceres um A, isto é, se A
for valido, a logica nos garante a existéncia de B. Com o Isomorfismo de
Curry-Howard, secgao essas duas ideias uniram-se.

A Logica Linear trouxe uma nova leitura de A — B, 1é-se agora: posso
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dar-te um B, se me forneceres tantos As quantos eu preciso. A nogao de
copia estd directamente conectada com a légica, nocao essa que é bastante
importante para a ideia de computacao.

Vamos comegar por apresentar o fragmento multiplicativo da logica linear,
as formulas sao definidas pela seguinte gramatica:

AB:=p|AB®B|A®B|7A|!A

Onde p representa férmulas atémicas. O conectivo %% é chamado de par, e, ®
recebe o nome de tensor, esses sao os conectivos do fragmento multiplicativo.
O fragmento exponencial é composto pelos conectivos unarios 7, chamado
de why not e !, of course.

Para cada dtomo p existe outro dtomo pt tal que p+ = p, extende-se a
operacdo de negacdo, (-)*, para todas as férmulas recursivamente:

(AR B)Y = Al Bt
(A Byt = Atx® Bt
(1At = 74+
(?A)F = 1At

Definigao 4.1 (Tradugao de Férmulas). Seja A uma férmula sobre a 16gica
minimal, define-se a correspondente férmula A sobre a l4gica linear por:

p* = p,se p for um dtomo

(AD B)F = (A)" B (B*)

Assim como as outras légicas, a logica linear também possui um calculo. A
seguir serd apresentado o calculo de sequentes unilateral para os fragmentos
multiplicativo e exponencial.

1
(Ar) LA FATA

Fa AL A (Cu)
EAE ) thALAD G

)

28



Note que o calculo de sequentes da logica linear é um céalculo unilateral,
pode-se facilmente transform&a-lo num célculo padrao aplicando as leis de
De Morgan, uma vez que tais leis também sao validas para MELL. Vamos,
a seguir, apresentar a traducao das derivacoes em G2i+ cut para MELL:

Teorema 4.1. Seja D a derivagio de I’ = A em G2i+cut , uma imagem da
traducdo (-)9. Entdo existe uma derivacio D* de - 2(I'*)*, A em MELL.

Dem. A demonstragao segue por indugao em D:

—at g A
F?7AL, A @)
—_— (W
(i) rAsa A7 2TE)E 74L A )
DC
Do 0
A= B " F 24,744, B @)
(i4) r=a-p £ F (T4t 7At 8 B
Df
F2(T5)4 A P) (Az)
x
DE F2(I5)*, 1A + B, Bt ®)
D (Az) F2(04)*5, 24 3 B FlA® B-,2(I'°)*, B
Do I'=A B=B (L D) oL oLyl (Cut)
P=ADB ASBTI=B .- F2(0%)=-, (%), B
(iii) I=B (Cut) F2(I4), B

O
Nem todas as derivagoes de G2i 4 cut possuem uma derivacao correspon-
dente em M ELL. Apenas um subconjunto de G2i+ cut (fragmento LJT),
que contém o contradominio da funcao (-)9, possui traducio. Mais detalhes
sobre o fragmento LJT em [Her95].
Teorema 4.2 (Interpretacao de lambda-termos). Sejam M um lambda-
termo e D uma derivacio de I'= M : A, entdo, existe uma derivacao D' de

F 20+, AL sobre MELL.

Dem. A derivacio D' é dada por (DY)~. O

4.2 Redes de Prova

Para podermos eliminar as burocracias do calculo de sequentes sera pre-
ciso sair do dominio dos sequentes e entrar no dominio dos grafos. Cada
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ocorréncia de uma féormula sera representada por uma aresta, possivelmente
anotada com a férmula correspondente, e cada aplicagao de uma regra intro-
duz um vértice, ou link, entre as suas forumlas principais. Note que um link
pode ter um conjunto vazio de premissas ou concludes, porém tais conjuntos
nunca podem ser vazios a0 mesmo tempo.

ax At A @ @
{ 1 1
At A cut A®B A® B

Figura 4.1: links do fragmento multiplicativo

Figura 4.2: links do fragmento exponencial

Definigao 4.2 (Estrutura de Prova). Uma estrutura de prova é um grafo
gerado a partir de axiomas e aplicagoes dos restantes links. O conjunto de
todas as estruturas de prova é denominado por PS.

Definicao 4.3 (Boz). Uma boz B, ou caixa, ¢ uma estrutura de prova onde
todas as conclusoes sao da forma 7A, com a excepgdao de uma, a sua porta
principal, que é a conclusao de um !-link. As outras conclusdes de B sao
chamadas de portas auxiliares.

Uma estrutura de prova exponencial consiste numa estrutura de prova e um
conjunto B de bozes, tal que para todos os pares Bj, Bs € B, entao, ou
By C B>V By C By, ou By N By = 0.

A definicao de estrutura de prova acima é demasiado vaga. Nem todas as es-
truturas sao interessantes, muitas delas inclusive representam féormulas mal

formadas em MELL.
Teorema 4.3 (Interpretagao de MELL em PS). Seja D uma derivagio de
F T, A em MELL, entdo, existe uma estrutura de prova &(D) com conclusies

ru{A}.

Dem. A demonstragdo segue por inducgdo em D. A figura mostra a
defini¢ao da fungao &. O
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Figura 4.3: Definicao de &

FT,A AL A

FT,A (Cut)

D ip,
FT,A +A,B

T.AAdsB ©

Dy
FT,74,74

Fr7a (O

&(D)




A demonstracao do teorema fornece uma caracterizacao simples das es-
truturas de prova que representam derivagoes bem formadas. Chamaremos
tais estruturas de Redes de Prova.

Definicao 4.4 (Redes de Prova). Uma rede de prova é uma estrutura de

prova que é imagem de &. O conjunto de todas as redes de prova recebe o
nome PN.

4.2.1 Eliminagao do Corte

Sejam G e G’ duas redes de prova. Escreve-se G —.,; G’ se G’ é obtida por
um passo de eliminacao do corte, —» ., denota o fecho transitivo reflexivo.
As figuras [£.4] e ilustram as regras de eliminacao do corte para os frag-

mentos multiplicativo e exponencial.

Teorema 4.4 (Eliminagao do Corte). A relagdo —cut € confluente e forte-
mente normalizdvel.

Dem. A demonstragao encontra-se em [Gir87]. O
ax
A AL A —cut A
| |
cut
A B At Bt
OSRC fooaw
1T 7
—7cut cut
A% B At ® Bt
cut
cut

Figura 4.4: Eliminagao do corte, MLL
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cut

|_
<

i

?7A+

cut

cut

Figura 4.5: Eliminagao do corte, MELL
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4.2.2 Critério de Correccao

Inicialmente, definimos por Redes de Prova todas as Estruturas de Prova
que pertencessem ao contradominio da funcdo &. Existe, entretanto, outro
caminho para definir as redes de prova correctamente. Pode-se estabelecer
um critério geométrico sobre as estruturas de prova, separando assim as bem
formadas do resto. Nesta seccao vamos apresentar um critério geométrico,
para o fragmento multiplicativo.

Definicao 4.5 (Switch). Um switch S de uma estrutura de prova G é uma
relagao binaria, transitiva, simétrica e anti-reflexiva, sobre os vértices de G,
definida por (A, B) € S se uma das seguintes condigoes se verifica:

i) A, B s@o as conclusoes de um axioma ou premissas de um corte.
ii) A é premissa de um link A® C e B é a sua conclusao.
iii) A é premissa de um link A% C' e B a sua conclusao, se (C,B) ¢ S.

Denota-se por SW(G) o conjunto de todos os switches de uma estrutura de
prova G. E relativamente simples vermos que todo S € SW(G) define um
grafo sobre os vértices de G (figura [4.6]).

€1
AT /A A B A B
=== ! \
O oF
ax \\ //
J_ ~ //
A A AR B ou A¥B

Figura 4.6: Arestas de um switch multiplicativo

Definigao 4.6 (Critério de Correcgao). Uma estrutura de prova G satisfaz
o critério de Danos-Regnier [DR89] quando todo S € SW(G) é uma arvore
(grafo simples, aciclico e conexo).

As estruturas de prova exponenciais nao possuem nenhum critério de cor-
reccao que se assemelhe ao critério de Danos-Regnier, entretanto, o subcon-
junto de redes que codificam o lambda-calculus possuem tal critério [Gue04].

Nao existe apenas um critério de correcgao, uma lista de critérios pode ser
encontrada em [DCI7, Seccao 3.2].

Um resultado importane das redes de prova é o teorema da sequencializagao.
O teorema estabelece uma equivaléncia entre a defini¢ao indutiva (fungao
®) e a definicdo por critério de correcgao, isto é, P € PS é uma rede de
prova se e s6 se P satisfaz o critério de Danos-Regnier.
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4.3 Interpretacao do lambda-calculus

A interpretacdo do lambda-calculus sobre as redes de prova segue directa-
mente por composicao das interpretagoes anteriores.

Teorema 4.5. Sejam M um lambda-termo e D uma derivacao de I' = M :
A, entdo, existe uma rede de prova com conclusoes 7(T9%)+, AX,

Dem. Basta considerarmos a rede de prova &(DY%). A figura mostra o
resultado de tal composicao. O
Teorema 4.6. Sejam G, H as redes de prova correspondentes aos termos
M,N. Se M =3 N entao G —» ¢y H.

Dem. Foi extendido ao caso de A-termos puros e redes puras em [Dan90,

Reg92] O
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Figura 4.7: Interpretacdo &(D%)

F,a::AI—m:A(Ax) @ @

Dy D,
I'M:(A—B) THFN:A

I'MN:B
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Capitulo 5

Redes de Interaccao

As redes de interacgao surgiram em [Laf90], como uma generalizagao das
redes de prova, isto é, a redugao numa rede de interaccao é semelhante a
eliminacao de um corte numa rede de prova. Tal formalismo grafico torna
todos 0s passos em uma computacao explicitos e uniformes. A redugao
sobre as IN’s é local e goza de uma confluéncia forte, isso faz com que as
redugoes possam ocorrer em qualquer lugar e em paralelo. Por esses motivos
as redes de interaccao sao um paradigma interessante para implementacao
de linguagens de programacao.

5.1 Redes de Prova versus Redes de Interaccao

Nesta secgao vamos apresentar as redes de interacgao e discutir a sua relagao
com as redes de prova, para posteriormente podermos aplicd-las ao lambda-
calculus.

Vamos considerar um alfabeto 3 de simbolos, ou agentes, com uma aridade
ar associada. Cada agente o com ar(a) = n em X é representado por um
né com uma porta principal e p portas auxiliares.

Um corte entre dois links % e ® numa rede de prova faz com que tais
links sejam reescritos de acordo com as regras da eliminagéo do corte. O
invariante importante nesse processo é que a interface deve ser preservada,
se temos quatro conclusoes na primeira rede, devemos ter as mesmas quatro
conclusoes na rede final:
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A??B AJ‘®BL cut
cut

Nas redes de interacgao o processo de reescrita funciona de forma semel-
hante. Se a e § sao dois agentes com aridades m e n, respectivamente, uma
regra de interaccao para « <1 8 é uma redugao da seguinte forma:

vy -

Onde T é uma rede de interacgdo com m + n portas. Ou seja, 0 processo
de reducao ¢é iniciado quando existem pelo menos dois agentes conectados
pelas suas portas principais. Chamamos de um par activo a dois agentes
nessas condigoes.

Sejam [ e J, se I reduz para J pela regra de interac¢ao « <1 3, notamos por
I =, 3 J e =" representa o fecho reflexivo transitivo da relagao de reducao.

Definigao 5.1 (Sistema de Interacgao). Define-se um sistema de interacgao
por um conjunto de agentes > e um conjunto de regras de interac¢ao nao
ambiguas.

Teorema 5.1 (Confluéncia forte). Sejam I,1' e I" redes de interaccao tais
que I = I' e I = I", entdo existe J tal que I' = J e I" = J.

Dem. Uma vez que as redugoes feitas sobre pares activos sao locais, a demon-
stracao torna-se trivial. Ora, se I =45 I' e I =,5 I”, entao basta-nos
reduzir os pares activos 0 < d em I’ e < 3 em I” para chegarmos a uma
mesma rede J. ]

5.2 Interpretacoes do lambda-calculus

Como as redes de interaccao sao uma generalizacao das redes de prova, é
evidente que podemos traduzir um lambda termo para a sua rede de prova,
e depois traduzir a rede resultante numa rede de interaccao, Mackie fornece
uma codificacao da légica linear sobre as redes de interac¢ao em [Mac00].
As interpretagoes que seguem tal estratégia sao chamadas de interpretacoes
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l6gicas. Dentro dessas interpretacoes temos duas classes: Optimas e nao-
Optimas.

No ramo das traducoes 6ptimas, isto é, que efectuam o nimero minimo de
B-reducbes necessdrias para reduzir um termo, temos, por Gonthier, Abadi
e Levy (GAL) em [GAL92|, uma traducao baseada no algoritmo de Lamp-
ing, [Lam90], e na Geometria de Interac¢ao de Girard. Tal traducao foca-se
primariamente em implementar a redugao éptima, possuindo assim agentes
especificos de sharing (fan-in e fan-out) e utiliza como ferramenta de imple-
mentacao um sistema de reescrita e nao redes de interacgao, uma vez que
possui um numero infinito de agentes. Note que essa abordagem foi mel-
horada na BOHM, [AGN95|, que extende a reducdo éptima de Lamping ao
core de uma linguagem funcional, entretanto, também sai do paradigma das
redes de interaccao devido a diverssas optimizagoes implementadas.

Uma outra implementagao 6ptima, sobre o lambda-calculus sem tipos, é o
lambdascope [vOvdLZ04], que utiliza as redes de interac¢do como mecan-
ismo de implementagao. A traducao foca-se na factorizacao da S-redugao
em trés agentes: (i) Delimitador (apenas um agente delimitador, em con-
traste com o GAL que utiliza dois), (ii) Duplicador, e, (iii) Apagador. E
mais eficiente do que as implementagoes padrao da BOHM. O prego por essa
melhora de desempenho é a dificuldade do read-back.

Saindo do escopo das tradugoes Optimas, uma outra abordagem foi uti-
lizada pelo Ian Mackie, em [Mac94l, [Mac98, Mac04], utilizando o agente A
terndrio, primeiramente utilizado por Abramsky, que encapsula o corpo das
abstracoes numa estrutura de box, com os agentes auxiliares b e v utilizados
para representar a lista de varidveis livres (portas auxiliares da caixa). A
primeira traducao [Mac94], utiliza os agentes b com as suas portas princi-
pais viradas para o agente A correspondente, deixando a box fechada até
ocorrer o passo de f-reducao que abrira a box. O YALE [Mac98] visa corri-
gir tal problema, orientando as portas principais dos agentes b para baixo,
utilizando uma estratégia de reducao que segue quase directamente de elim-
inagoes eficientes do corte sobre MELL. O KCLE [Mac04], por sua vez, visa
melhorar o YALE ajustando as regras de interaccao, e consegue reduzir ter-
mos até a sua forma S-normal num nimero de passos de interacgao menor
que a BOHM para termos relativamente grandes. A reducao até a forma
(B-normal fornece uma nocgao de read-back simples.

Algumas traducoes focam-se no comportamento éptimo sobre a 3 reducao,
outras procuram reduzir o nimero de passos de interacgao globais na rede,
porém ainda existe outra traducao que visa minimizar o nimero de agentes
utilizados na codificacdo. A traducao do Mackie e S. Pinto [MP02], utiliza
apenas os trés combinadores de Lafont [Laf95], 0, € e 7, para codificar a
l6gica linear e apresenta um sistema nao éptimo, porém eficiente no niimero
de passos de interacgao.
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Abordando o tema de uma perspectiva completamente diferente, podemos
também traduzir um lambda-termo para uma rede de interacgao directa-
mente, por meio de uma interpretagao directa. A seccdo [5.3] apresenta um
estudo detalhado de uma tradugao directa.

Mapa de Interpretacoes

Calculo de Sequentes

Redes

Dedugao Natural Calculo de Sequentes Redes

5.3 Traducao de Sinot

Nesta secgao vamos apresentar um sistema de interaccao bastante semelhan-
te ao sistema em [Sin06al, o sistema consiste em representar graficamente as
regras da defini¢ao [5.2] para isso vamos utilizar os agentes introduzidos na
figura[5.1] Como é evidente, teremos agentes especificos do lambda-calculus
e agentes estruturais, como era o caso das redes de prova.

O sistema discutido nesta seccao aborda apenas a estratégia call-by-name,
entretanto, Sinot possui outras duas traducoes que simulam as estratégias
call-by-value e call-by-need em [Sin06al, [Sin0Gb].
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5.3.1 Call-by-Name, com tokens

Nesta seccao vamos estudar, com mais detalhes, a estratégia de reducao
apresentada na secgao desta vez com o intiito de apresentar uma codi-
ficacdo em redes de interaccao capaz de reduzir um lambda-termo seguindo
a estratégia call-by-name.

Para tornar mais clara a passagem do lambda-calculus para as redes de
interacgdo vamos precisar de um novo célculo, apresentado em [Sin06al.
O calculo novo consiste no cédlculo tradicional acrescido dos tokens | e 1,
denominados eval e return respectivamente. O conjunto S de termos é
definido pela seguinte gramatica:

Su= M| W]|SaN

Onde M, N sao lambda-termos e W é um termo na whnf.

Vamos também considerar uma funcdo | - | : S — A que apaga os tokens
| e } dos termos de S. Dizemos que um termo 7' € S estd na whnf se |T|
estiver na whnf.

Vamos denotar os termos de S por 1, U, V, ... e vamos manter M, N, ... para

denotar os termos de A.

Definigao 5.2 (—5). Sejam M, N, W lambda-termos, com W uma whnf, e
x uma varidvel entdo define-se a seguinte relagao binaria sobre S:

UM —s 1 M, se M for uma abstragao ou uma variavel.
{ (MN) —s (I M)QN
(r x)QN —s (xN)

i)
(t (WM))@N =5 f (WM)N)
(t \z.M))QN —, | [N/z|M

Se T —, T" entdao TQN —, T'QN.

Se observarmos atentamente a definigdo (I}, call-by-name), podemos
ver que a definicao de — seque das regras de |}, e de facto possuimos
equivaléncia entre as duas relacoes, como vamos demonstrar a seguir.

Lema 5.1. Sejam T, U € S entao seque que T' —, U implica que |T'| =3
U]

Dem. Indugao no comprimento de 7' — U.
O

Lema 5.2. Sejam M, N € A. Se M n&o possui whnf entdo M N também
nao possui whnf.
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Dem. A demonstracao segue por contradigdo. Assumindo que M N possui
whnf W, entao MN —,,3 W e pelo lema segue que M —»pn3 W', mas
por hipétese M nao possui whnf.

O
Lema 5.3. Se um termo M nao possui whnf, entao nao existe W whnf tal

que | (MN) =4 W, com N € A.

Dem. Assumindo que M n&o possui whnf, a demonstracao segue por con-
tradicao. Pelo lema e por hipétese temos que M N —»,,p,3 W, mas se M
nao possui whnf, pelo lema [5.2, M N nao reduz para whfn por —,pg.

O

Lema 5.4. Sejam M, N € A. Se M |} N entao || M —ff N.
Dem. A demonstracao segue por inducao em . ]

Se combinarmos alguns resultados cldssicos com o lema[5.4] podemos ver que
a relacdo —4 também encontra a whnf de um termo, caso ela exista.

Lema 5.5. Sejam M, W, W' € A. Se M possui whnf W, isto é, M —z W’
entdo | M — W, e W é um termo na whnf.

Dem. Temos que:

m —»g w =m —whB W Resultados clédssicos
=mlw Teorema [2.4]
= m > w Lema [5.4]

]
Teorema 5.2 ([Sin06al, Prop. 2). Sejam M, N € A entdao || M —4t N se
e sose M| N.

Dem.

<) Lema

=) Queremos provar que, se || M —4ff N entao M |} N, a demonstragao
segue por indugdo no comprimento k de —,. Assumindo que |} M —¥{
N, entao:

Caso k =1, é imediato que M = Ax.M' =N ou M =x = N.
E evidente que (Az.M') | (A\x.M").

Caso k > 1, é evidente que M = M’'N’, a demonstracao segue por
casos.
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Se M possuir whnf Az.M”, entao pelo lema temos que
I M = (Az.M"). Podemos agora analisar o inicio da cadeia de
reducoes:
V(M'N)y —4 (4 M)aQN'
-5 (t Az.M"))aN’
—s I [N'/x]M"
—»s TN

Por hipétese de indugao temos que [N'/x]M"” |} N, logo:
M| Az.M") [N'/z]M" || N
M'N' | N

Se M’ possuir whnf z ' a demonstracao é andloga ao caso anterior.

Se M’ nao possuir whnf, utilizando o lema J (M'N") -+ N
nao acontece, assim como M |} N também nao estd definido.

O

Corolario 5.1. Sejam M, N € A, com N uma whnf. Temos que M — 53 N
seesosell M —st N.

Dem. A demonstragao segue a partir do teorema5.2]e da equivaléncia entre
—whf € U O

5.3.2 Sistema de Interaccgao

Vamos aqui apresentar o sistema de interacgdo em detalhe. A figura
mostra os agentes utilizados. As regras de interac¢do sao apresentadas em
(A) e (B) e sumariadas pela figura com « um agente qualquer.

A seguir vamos apresentar a funcdao 7 : A — IN, que traduz lambda-
termos para redes de interaccao. Uma vez que passaremos para um dominio
grafico, perderemos a nogao de nome de uma variavel. As varidveis livres de
um termo M serdo apenas arestas abertas na rede T (M), podemos entao
ordenar essas arestas de forma a, possuindo a rede 7 (M) e o termo M, sabe-
mos quais arestas correspondem a quais varidveis livres. O invariante mais
simples é ordenar as arestas de acordo com a ocorréncia textual das variaveis.
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— O b &

Figura 5.1: Agentes do sistema de interacgao

A-calculus: v, A<, axl), @, A @, a1t @, vix Q.
Estruturais: e, eba X\, exia, 6 >0, 6 X v, § b4 .

Figura 5.2: Regras de interacgao

Definicao 5.3 (Wiring). Seja w uma rede de interacgao, dizemos que w é
um wiring, ou, religacao, se w é apenas uma reordenacao de arestas.

Varidveis. A traducao de varidveis, tanto livres como ligadas, serd dada
pelo agente v, figura Note que o invariante é trivialmente é triv-
ialmente garantido.

Figura 5.3: T (z)

Aplicagoes. A tradugao 7 (M N) de uma aplicacdo é dada pela figura
As ocorréncias livres da mesma varidvel devem ser agrupadas com
contracgoes. O wiring w reordena as varidveis, mantendo o invariante
acerca da ordem das variaveis.

Abstragoes. A traducdo 7 (Azx.M) é o caso mais semelhante as redes de
prova. Se x ocorre em M, entao tem-se a rede da esquerda (com o x
representado apenas por uma aresta). Se x nao ocorre em M, temos
o agente €, que desempenha um papel semelhante ao enfraquecimento
da légica linear.

A funcao K, : IN x A — IN é a funcao que apaga as ocorréncias do
agente v relativos as ocorréncias de uma variavel na rede que traduz
um lambda-termo. A definigao de K, (7 (M), M) é dada pela figura
Note que a rede Ky (T (M), M) quebra o invariante das redes, mas
nao é problema uma vez que a aresta x serd ligada a um agente A.

Os trés casos acima traduzem termos em A, vamos agora extender a tradugao
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ou T(M)

Figura 5.5: T (Az.M)

T para S§. A aplicagdo entre um termo T' € S e um termo N € A é muito
parecida com a traducao de uma aplicagao normal e é dada por pela figura

b1

Um aspecto importante a salientar é que a rede 7(T'), resultante de um
termo fechado T, ndo tem nenhum par activo, ou seja, estd na forma nor-
mal, ainda mais importante, possui apenas uma porta principal, na sua raiz.
Por essa razao que utiliza-se mais dois agentes unérios, |} e f}, para contro-
larmos a redugao num termo.

Lema 5.1. Seja T' € ¥ um termo fechado sem nenhum token, entao 7 (7T')
possui apenas uma porta principal.

Dem. A demonstracao segue por inducao em 7. O

Para reduzir uma rede 7 (M), basta-nos criar um par activo com a porta
principal da rede e o token |}, o melhor é, de facto, extender a traducao para
abrangir também os termos em X. Define-se 7 ({ M) e T (ff M) respectiva-
mente por:

Note que as tradugoes acima sé sao possiveis por causa do teorema que
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Figura 5.6: Definicao de K,

Figura 5.7: T(T@QN)

nos fornece um invariante acerca da forma da rede resultante de um termo,
seguindo a traducao 7.

A figura [5.9] exemplifica a traducao 7 de dois lambda-termos.

A funcao T apresentada em [Sin06a] apenas traduz os termos em A, criando
o par activo com o token |} antes de iniciar a avaliacao da rede. Entretanto, a
traducao 7 apresentada neste documento aborda os termos em S, facilitando
a resolucao de problemas relacionados com o read-back, além de se integrar
melhor com o sistema — para a reducao. O tratamento das varidveis feito
pelo Sinot também é bastante diferente. Sinot nao utiliza agentes v para
todas as varidveis e nao ordena as arestas livres.

5.3.3 Regras de Interaccao

As regras de interacgao sao divididas em duas categorias: (A) regras de
reducao e (B) regras estruturais. As regras de reducao sao aquelas que sim-
ulam a reducao —4 e as regras estruturais sao responsaveis pelas contracgoes
e enfraquecimentos de termos.
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T(M) T(M)

Figura 5.8: T(} M) e T(ft M)

T((\zy.xyx)) T( ((Az.2)y))Qy)

Figura 5.9: Exemplos da tradugao 7

(A) Regras de Redugao.

De acorco com a definigao [5.2] primeira regra, a situagao mais simples é
quando se encontra uma abstracdo ou uma varidvel, apenas retorna-se tal
abstragao ou variavel.

-8 2-4

Se olharmos para a segunda regra da definicao [5.2] é simples ver que pre-
cisamos avaliar o lado esquerdo da aplicacao. Um novo agente binario, @,
sera preciso.
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(o T W

Quando a avaliacdo chega a um agente a, muda-se o agente para @, ainda
representando uma aplicagdo, mas com a sua porta principal para a es-
querda, de forma a esperar que o agente {} retorne.

Quando o agente 1} retorna, ou traz uma abstracdo ou uma aplicacdo da
forma x N7 - - - Ny, o mais simples a ser feito é apagar o agente {} e criar uma
regra para cada caso, com o compromisso de que as duas regras devem criar

ou um agente 1 ou J}.
(9)
0 =

Caso encontre-se uma abstracao, estamos no caso (f (Ax.M))QN —4|

[N/z]M.
(@)
a =

A regra A p< @ ilustra uma das grandes mais valias das redes de interaccgao,
nomeadamente a simplicidade da operacao de substituicao, apenas junta-se
a aresta no argumento do redex para a varidavel da abstragao, de seguida
avalia-se o corpo da abstracgao.

Caso encontre-se uma aplicagao, estamos no caso (ff (WM))QN — .t (WMN),
devemos apenas retornar tudo.

o
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Caso encontre-se uma variavel, estamos no caso (f £)QN —sft (zN).

O IwO

Note que as trés regras anteriores (A <1 @, a > @ e v 1 @) criam um e um
s6 dos agentes | e f}, como era suposto.

O sistema introduzido em [Sin06a] utiliza um agente 1}, para retornar lambda-
termos da forma xN7 - -- N,,, em contraste com o sistema aqui apresentado,
que retorna todas as whnf’s com o agente 1.

(B) Regras Estruturais

Para além dos agentes jé introduzidos até agora, serao precisos mais alguns
para controlarmos os recursos disponiveis. Teremos dois agentes binarios de
copia, ¢ e J, e um agente unario de enfraquecimento, e.

Seja a um agente qualquer, entao:

O agente ¢ duplicara qualquer agente que encontre, excepto abstragoes. Para
prevenir que a rede duplique-se indefinidamente, vamos utilizar um agente
auxiliar §, que tem o mesmo papel que ¢, porém é utilizado apenas para
abstracoes, a unica diferenga é que quando dois agentes § formam um par
activo, anulam-se.

184 164
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Uma vez que podemos ter varidveis livres dentro de uma abstracao, é preciso
algum cuidado com a situagao § < v, dado que tais varidveis podem vir a
serem ligadas mais tardes, ao juntar-se redes, é mais simples transformar o
agente § no agente c outra vez.

T-o

De forma a facilitar o tratamento de redes, vamos introduzir duas con-
gruéncias estruturais:

Definigao 5.4 (Congruéncias Estruturais).

7

R

A partir de agora, trabalharemos com a reducdao de redes mddulo con-
gruéncias estruturais, ou seja, sejam R e R’ redes de interaccao, R =* R’ se
R reduz por passos de interacgao e congruéncias estruturais para R’.
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Teorema 5.3 (Duplicacao e Apagamento). Seja M um lambda-termo, entao:

TM) | =+ 7 T
.
A
Tan || Ton
TN = T

Dem. Basta decompor 7 (M) em uma tree e um wiring, como definido em
[Lafo5], em seguida aplicar os lemas 2.2 e 2.3 do mesmo artigo. O

Lema 5.2 (Lema da Substituigao). Seja [T(N)/x]|T(T) a rede que resulta
da substitui¢do de = por T(N) em T(T), figura onde T € § é um
termo com ocorréncias livres da varidvel x, N um lambda-termo e w + ¢
é uma rede composta de contragdes e um wiring, por forma a preservar o

invariante da ordem das arestas. Entao [T(N)/z]|T(T) =* T([N/x]T).

Figura 5.10: Definigao da rede [T (N)/z|T(T)

Dem. Inducao em t. d

Teorema 5.4. Sejam T, U € S. Se T —; U entao T(T) =" u, onde u é
uma rede de interacgao composta por T (U) e um dado nimero de agentes €
ndo conectados.
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Dem. A demonstracao segue por indugdo em —,. Vamos apresentar a
sequéncia de regras de interac¢ao para cada caso de base. Caso T (T') seja:

T 2) =2 T(h2)

T Az M)) == T( (A M)

T(I (MN)) 22 T((4 M)aN)

T(( L2 22 7 (@N)
(1
(

Q@
T( ﬂl><1 . a<i@

/( (Az.T"))QN)

z)QN) —

(WM)QN) — T (WMN))

e S LE3 T [N/z]T"), se x ocorre em

T’

O caso de uma abstracao vacuosa é o menos intuitivo:
Q
T(( Oa.T))aN) 25 . 224

® E@D
T(T T(N T(T'
o] [ro0] B[ | GO

O caso indutivo vem directamente da localidade e da preservagao da interface
de um passo de interacgao. O

Aplicando o teorema anterior repetidamente temos o seguinte diagrama:

&\T ’ Uf ’ Uf s ﬂwv
T T T T
! ! ! !

* *

TUT) == T(U;) —= T(Us) T V)

Portanto, pelo diagrama acima e pelo teoremal5.2|temos o sequinte coroldrio:

Corolario 5.2. Sejam M, N € A tais que M |} N entdo
TUM)=*T( N).
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Capitulo 6

Conclusao

Neste documento apresentou-se tanto o processo de traducao completo dos
lambda-termos as redes de interaccao como um exemplo detalhado de uma
traducao directa. O trabalho consistiu numa andlise e classificacao das
tradugoes légicas, em Optimas e nao-éptimas e no estudo pormenorizado
da tradugao de Sinot, incluindo a formalizagao do lambda-calculus de Sinot.

O objectivo principal, que consistia no estudo e na apresentacao do processo
de traducao do lambda-calculus para as redes de interaccéao foi completo,
entretanto nao foi possivel estudar com o mesmo nivel de detalhamento
todas as traducoes existentes, como ficou claro neste documento, a traducgao
em [Sin06a] foi estudada mais profundamente.

O estudo das redes de prova, por outro lado, foi levado muito mais a fundo do
que inicialmente suposto. Todas as traducoes utilizam redes de prova, uma
vez que as redes de interaccao sao uma generalizacao delas. Entretanto, as
traducgoes 1égicas passam explicitamente pelas redes de prova, enquando as
directas utilizam-nas apenas implicitamente. As redes de prova levantaram
algumas questoes interessantes, que ficaram como trabalho futuro: (A) efec-
tuar o read-back de redes de prova baseado num critério geométrico, e, (B)
estudar traducoes de outras variantes do lambda-calculus, nomeadamente
o céalculo com substituicoes expliticas, A;, uma vez que tal cdlculo parece
facilitar o read-back das redes de prova.

O ramo das interpretacoes directas também deixou algumas portas abertas
para um refinamento da tradugao: (C) Em que medida o sistema apresen-
tado deve ser alterado para reduzir os termos até a sua forma g-normal, e,
(D) poderia um agente v com duas portas principais facilitar a abordagem
para termos abertos.
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